
Àëãîðèòìû ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôàõ

1. Ñòîèìîñòü ïóòè âî âçâåøåííîì ãðàôå, êðàò÷àéøèé ïóòü.
Ñâîéñòâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé è ïðîöåäóðû îñëàáëåíèÿ ðåáðà:

(a) Îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ:
Ïóòü: p = v1 → v2 → · · · → vn
Ñòîèìîñòü ïóòè: w(p) =

∑n−1
i=1 w(vi, vi+1)

Ñòîèìîñòü êðàò÷àéøåãî ïóòè èç u â v: δ(u, v) = min{w(p) : p � ïóòü èç u â v}
Åñëè èç u â v íå ñóùåñòâóåò ïóòè, òî δ(u, v) =∞
Áóäåì îáîçíà÷àòü âåëè÷èíîé d[u] òåêóùóþ îöåíêó äëèíû êðàò÷àéøåãî ïóòè.
"Ðîäèòåëüñêèé"ãðàô Gp � ïîäãðàô G, ïîðîæä¼ííûé ð¼áðàìè (p(v), v) äëÿ âñåõ v : p(v) 6= null
Äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé (èç âåðøèíû s ∈ V ) ãðàôà G = (V,E) íàçûâàåòñÿ êàðêàñíîå äåðåâî ñ êîðíåì â s, òàêîå
÷òî ∀v ∈ V ïóòü â ýòîì äåðåâå èç êîðíÿ s â âåðøèíó v ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóò¼ì èç s â v â ãðàôå G.

(b) ïîäïóòü êðàò÷àéøåãî ïóòè � òîæå êðàò÷àéøèé ïóòü
Åñëè v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vk � êðàò÷àéøèé ïóòü (îò v1 äî vk), òî vi, . . . , vj � òîæå êðàò÷àéøèé ïóòü (îò vi äî vj)

(c) íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà
δ(x, z) 6 δ(x, y) + δ(y, z) ∀x, y, z ∈ V

(d) îãðàíè÷åííîñòü ñíèçó äëÿ îöåíêè äëèíû ïóòè
d[v] > δ(s, v) ∀v ∈ V

(e) ñõîäèìîñòü
Ïóñòü s→ · · · → u→ v � êðàò÷àéøèé ïóòü èç s â v è u � âåðøèíà ýòîãî ïóòè, ïðåäøåñòâóþùàÿ v.
Òîãäà åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò ïåðåä îñëàáëåíèåì ðåáðà (u, v) áûëî âûïîëíåíî d[u] = δ(s, u), òîãäà ïîñëå îñëàá-
ëåíèÿ ðåáðà (u, v) áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: d[v] = δ(s, v)

2. Çàäà÷ó ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ íåâçâåøåíííûõ ãðàôîâ ðåøàåò îû÷íûé îáõîä ãðàôà â øèðèíó. Âðåìÿ ðàáîòû
O(V + E).

3. Àëãîðèòì Äåéêñòðû äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ âçâåøåííûõ ãðàôîâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè, O(V lg V + E).

(a) Àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðèìåðîì ò.í. æàäíûõ àëãîðèòìîâ, ò.å. äåëàþùèõ íà êàæäîì øàãå íàèëó÷øèé
ëîêàëüíûé âûáîð.
Ïóñòü ãðàô G = (V,E) � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, è w : E → R+ � íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ïóñòü S = Ø, s � çàäàííàÿ âåðøèíà, ñòîèìîñòü êðàò÷àéøåãî ïóòè èç êîòîðîé òðåáóåòñÿ íàéòè. Ïîëîæèì d[s] =
0, d[u] =∞ äëÿ u 6= s

(b) Ïîêà V \{S} 6= Ø:
âûáðàòü èç V \{S} âåðøèíó u, c ìèíèìàëüíûì d[u]
îñëàáèòü âñå ð¼áðà, âåäóùèå èç u â âåðøèíû èç V \{S}
äîáàâèòü âåðøèíó u â S

(c) Äîêàçàòåëüñòâî (íåñòðîãîå).
Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíû u, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî d[u] = δ(s, u) � ÷¼ðíûìè; íå÷¼ðíûå âåðøèíû
u, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî d[u] < ∞, ò.å. òàêèå, äëÿ êîòîðûõ õîòü ðàç áûëà âûïîëíåíà ïðîöåäóðà
îñëàáëåíèÿ � ñåðûìè; à îñòàëüíûå âåðøèíû � áåëûìè. Çàìåòèì, ÷òî âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ÷¼ðíûå è
áåëûå âåðøèíû íèêîãäà íå ñîåäèíåíû ðåáðîì.
Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî ñîõðàíÿåòñÿ èíâàðèàíò: äëÿ âñåõ âåðøèí u ∈ S âûïîëíåíî ðàâåíñòâî: d[u] = δ(s, u).
Ïåðåä íà÷àëîì öèêëà â S ñîäåðæèòñÿ åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà s, äëÿ êîòîðîé d[s] = δ(s, s) = 0. Ïóñòü íà k-ì øàãå
èíâàðèàíò âåðåí. Íà (k + 1)-ì øàãå ìû âûáèðàåì âåðøèíó u ∈ V \{S} ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì d[u] èç âñåõ
âåðøèí ýòîãî ìíîæåñòâà. Ïîêàæåì, ÷òî ýòî çíà÷åíèå d[u] ñîâïàäàåò ñ δ(s, u).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê, è åñòü êàêîé-òî ïóòü p êîðî÷å, ò.å. w(p) < d[u]. Ïîñêîëüêó ïåðâàÿ âåðøèíà ïóòè s ∈ S,
à ïîñëåäíÿÿ u /∈ S, òî ïóòü â ãðàôå, âåäóùèé îò s ê u äîëæåí ñîäåðæàòü ðåáðî, ñîåäèíÿþùåå ÷¼ðíóþ âåðøèíó
(èç S) ñ ñåðîé âåðøèíîé (íå èç S). Âåðøèíà u ýòîé âåðøèíîé áûòü íå ìîæåò. Çíà÷èò ïóòü âûõîäèò èç ìíîæåñòâà
÷¼ðíûõ âåðøèí ÷åðåç äðóãóþ ñåðóþ âåðøèíó (ïóñòü ýòî v), ïðè÷¼ì d[v] > d[u]. Òîãäà â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè
âûáîðà d[u] äîëæåí ñóùåñòâîâàòü îòðèöàòåëüíûé ïóòü èç v â u, ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. âñå âåñà íåîòðèöàòåëüíû.

(d) Ïðèâåñòè ïðèìåð ãðàôà ñ îòðèöàòåëüíûì ðåáðîì, íà êîòîðîì àëãîðèòì Äåéêñòðû äàñò íåâåðíûé ðåçóëüòàò.

4. Ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò çàäàííîé âåðøèíû â ãðàôå ñ îòðèöàòåëüíûìè âåñàìè.

(a) Àëãîðèòì Áåëëìàíà-Ôîðäà. |V | − 1 ðàç âûïîëíÿåì îñëàáëåíèå âñåõ ð¼áåð ãðàôà. Ïîðÿäîê ð¼áåð, â êîòîðîì âû-
ïîëíÿåòñÿ îñëàáëåíèå â òå÷åíèå îäíîé èòåðàöèè öèêëà, íåâàæåí (îí ìîæåò áûòü ðàçíûì íà êàæäîé èòåðàöèè).
Àëãîðèòì ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ïàðàëëåëüíî (ò.å. õîðîøî ïðèñïîñîáëåí äëÿ âûïîëíåíèÿ â ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå).

(b) Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü G = (V,E) � ãðàô áåç îòðèöàòåëüíûõ öèêëîâ. Òîãäà àëãîðèòì Áåëëìàíà�Ôîðäà çàêàí÷èâàåò ðàáîòó è
d[u] = δ(s, u), ∀u ∈ V .
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Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû u ∈ V ïîñëå êàêîé-òî èç |V |−1 èòåðàöèé áóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
d[u] = δ(s, u) (äàëüøå d[u] óìåíüøàòüñÿ íå ìîæåò, ñì. ñâîéñòâà ïðîöåäóðû îñëàáëåíèÿ).
Ðàñññìîòðèì v ∈ V è êðàò÷àéøèé ïóòü p èç s â v : p = v0 → v1 → v2 → · · · → vk (çäåñü s = v0, v = vk).
Åñëè êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè íåñêîëüêî, òî âûáåðåì òîò, êîòîðûé ñîäåðæèò íàèìåíüøåå
êîëè÷åñòâî ð¼áåð. Òàêîé âûáîð ïóòè ãàðàíòèðóåò íàì, ÷òî ïóòü p � ïðîñòîé ïóòü. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïóòü íå ïðîñòîé. Îòðèöàòåëüíûõ ïóòåé â ãðàôå (à çíà÷èò â ïóòè p) íåò ïî óñëîâèþ. Åñëè â ïóòè p ñóùåñòâóåò
"ïîëîæèòåëüíûé"öèêë, òî, âûêèíóâ åãî, ìû ïîëó÷èì ïóòü êîðî÷å ÷åì êðàò÷àéøèé. À åñëè â í¼ì ñóùåñòâóåò
"íóëåâîé"öèêë, òî, âûêèíóâ åãî, ìû ïîëó÷èì êðàò÷àéøèé ïóòü, ñîäåðæàùèé ìåíüøå ð¼áåð. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ óñëîâèåì âûáîðà ïóòè p.
Èç îïòèìàëüíîñòè êðàò÷àéøåãî ïóòè ñëåäóåò, ÷òî:

δ(s, vi) = δ(s, vi−1) + ω(vi−1, vi) (1)

Äàëåå ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè: d[v0] = 0, δ(s, v0) = 0 (êðàò÷àéøèé ïóòü íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, ò.ê. òîãäà
ñóùåñòâóåò "îòðèöàòåëüíûé"öèêë).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî d[vj ] = δ(s, vj) ïîñëå j èòåðàöèé âíåøíåãî öèêëà, ãäå j < i. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëå (i−1)-é èòåðàöèè
âûïîëíåíî d[vi−1] = δ(s, vi−1). Â òå÷åíèå i-é èòåðàöèè ìû îñëàáëÿåì âñå ð¼áðà, à çíà÷èò è ðåáðî vi−1 → vi. Íî p
- êðàò÷àéøèé ïóòü, è ðåáðî vi−1 → vi â ýòîì ïóòè ñîäåðæèòñÿ. Èç ýòîãî è 1 ñëåäóåò, ÷òî:

d[vi] = d[vi−1] + ω(vi−1, vi) = δ(s, vi−1) + ω(vi−1, vi) = δ(s, vi) (2)

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå k èòåðàöèé ìû ãàðàíòèðóåì, ÷òî d[vk] = δ(s, vk). Íî ïðîñòîé ïóòü p â ãðàôå G íå ìîæåò
ñîäåðæàòü áîëüøå, ÷åì |V |−1 ðåáðî, ñëåäîâàòåëüíî k 6 |V |−1. À çíà÷èò, ïîñëå |V |−1 èòåðàöèé öèêëà ìû îñëàáèì
âñå ð¼áðà âî âñåõ ïðîñòûõ êðàò÷àéøèõ ïóòÿõ ãðàôà G.

(c) Åñëè îòðèöàòåëüíûé öèêë îòñóòñòâóåò, òî äîêàçàíî, ÷òî d[v] = δ(s, v),∀v ∈ V . Åñëè ∃u ∈ V, òàêàÿ, ÷òî d[u] > δ(s, u),
ìû ìîæåì ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îòðèöàòåëüíûé öèêë ñóùåñòâóåò. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîñëå ðàáîòû àëãîðèòìà
Áåëëìàíà�Ôîðäà ïîïûòàòüñÿ îñëàáèòü êàæäîå ðåáðî ãðàôà (âûïîëíèòü îäíó èòåðàöèþ îñíîâíîãî àëãîðèòìà) è
êàêîå-òî ðåáðî óäàñòñÿ îñëàáèòü, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â ãðàôå G åñòü îòðèöàòåëüíûé öèêë.

(d) Îöåíêà âðåìåíè ðàáîòû: |V | ∗ |E|

5. Ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé äëÿ àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ (òîïîëîãè÷åñêàÿ ñîðòèðîâêà + îäíà èòåðàöèÿ
Áåëëìàíà-Ôîðäà, O(V + E))

6. Ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí. Àëãîðèòì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

7. Ïîèñê êðàò÷àéøèõ ïóòåé ìåæäó âñåìè ïàðàìè âåðøèí. Àëãîðèòì Ôëîéäà-Óîðøîëëà.
Ïóñòü äàí îðèåíòèðîâàííûé ãðàô G = (V,E), |V | = n, ñ âåñîâîé ôóíêöèåé wij : E → R. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü òàáëèöó
ñòîèìîñòåé êðàò÷àéøèõ ïóòåé δ, ãäå δ(i, j) � ñòîèìîñòü êðàò÷àéøåãî ïóòè èç âåðøèíû i â âåðøèíó j.
Îáîçíà÷èì dkij � ñòîèìîñòü ïóòè èç âåðøèíû i â j, ïðîõîäÿùåãî òîëüêî ÷åðåç âåðøèíû èç ìíîæåñòâà {1 . . . k}.
Çàìåòèì, ÷òî:

d0ij = wij

dnij = δ(i, j)

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

dkij = min(dk−1
ij , dk−1

ik + dk−1
kj )
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