
Ïðîñòûå ÷èñëà

A. Òåñò Ôåðìà
Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà ãëàñèò: åñëè ÷èñëî ïðîñòîå, òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 1 6 a 6 n−1 âûïîëíåíî
ñðàâíåíèå an−1 ≡ 1 (mod n). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìû íàéä¼ì òàêîå a, ÷òî ýòî ñðàâíåíèå íå
âûïîëíåíî, òî ÷èñëî n çàâåäîìî íå ïðîñòîå. Òàêàÿ ïðîâåðêà ïðîñòîòû ÷èñëà íàçûâàåòñÿ òåñòîì
Ôåðìà.
Äàíû äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà: a è n. Íàïèøèòå ôóíêöèþ Fermat_Test(a, n), âîçâðàùàþùóþ
True, åñëè ÷èñëî a ïðîõîäèò òåñò Ôåðìà äëÿ n, èíà÷å âûâåñòè False.
Íå çàáóäüòå, ÷òî îïåðàöèþ âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü ñëåäóåò âûïîëíÿòü ïî ìîäóëþ n.

Input Output

2 5 True

65537 4295098369 False

B. Òåñò Ôåðìà - 2
Äàíî ÷èñëî N . Âûâåäèòå â ïåðâîé ñòðîêå ñëîâî Prime, åñëè ÷èñëî N ïðîñòîå, è Composite èíà÷å.
Âûâåäèòå âî âòîðîé ñòðîêå êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 1 äî N − 1, ïðîõîäÿùèõ òåñò Ôåðìà.

Input Output

5 Prime
4

5555 Composite
8

C. Êà÷åñòâî òåñòà Ôåðìà
Åñëè ÷èñëî n � ïðîñòîå, òî ëþáîå ÷èñëî ïðîéä¼ò òåñò Ôåðìà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî n �
ñîñòàâíîå, òî âñå ÷èñëà íå âçàèìíî ïðîñòûå ñ n òåñò íå ïðîéäóò. Êðîìå òîãî äîêàæèòå, ÷òî åñëè
õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n íå ïðîéä¼ò òåñò Ôåðìà, òî õîòÿ áû ïîëîâèíà ÷èñåë,
âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n åãî íå ïðîéäóò.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè ÷èñëî n ñîñòàâíîå, à ÷èñëî ñëó÷àéíîå èç äèàïàçîíà îò 2 äî n − 1, òî

ñ âåðîÿòíîñòüþ
1

2
îíî íå ïðîéä¼ò òåñò Ôåðìà. Îäíàêî ýòî óòâåðæäåíèå íå ñîâñåì âåðíî, ñì.

çàäà÷ó D.

D. ×èñëà Êàðìàéêëà
×èñëîì Êàðìàéêëà íàçûâàåòñÿ âñÿêîå ñîñòàâíîå ÷èñëî n, êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ
bn−1 ≡ 1 (mod n) äëÿ âñåõ öåëûõ b, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Â 1994 ãîäó äîêàçàëè, ÷òî ÷èñåë
Êàðìàéêëà áåñêîíå÷íî ìíîãî, áîëåå òîãî, ïðè n� 0 ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî n ïî êðàéíåé ìåðå n2/7

êàðìàéêëîâûõ ÷èñåë. Èç-çà ýòîãî òåñò Ôåðìà ðàáîòàåò íå èäåàëüíî, õîòÿ âåðîÿòíîñòü âñòðåòèòü
÷èñëî Êàðìàéêëà ñ ðîñòîì n ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Äàíû ÷èñëà a, b. Âûâåäèòå âñå ÷èñëà Êàðìàéêëà íà îòðåçêå [a, b] èëè ïóñòóþ ñòðî÷êó, åñëè èõ
íåò.

Input Output

1000 2000 1105
1729

E. ×èñëà Êàðìàéêëà è íåâåðîÿòíûå ñîâïàäåíèÿ
Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âû÷èñëÿåò äâà ÷èñëà:

• íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ ÷åòûðüìÿ ñïîñîáàìè

• íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû äâóõ êóáîâ äâóìÿ ñïîñîáàìè

Input Output

12345 67890
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F. Òåñò ïðîñòîòû Ôåðìà
Òåñò ïðîñòîòû, îñíîâàííûé íà òåñòå Ôåðìà, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïóñòü ìû õîò ïðîâåðèòü
ïðîñòîòó ÷èñëà n. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëîm, âûáåðåìm ñëó÷àéíûõ ÷èñåë îò 2 äî n−1,
è äëÿ êàæäîãî ïðîâåä¼ì òåñò Ôåðìà èç çàäà÷è A. Åñëè õîòÿ áû îäíî ÷èñëî íå ïðîøëî òåñò, òî
÷èñëî n çàâåäîìî ñîñòàâíîå. Åñëè æå âñå òåñòû ïðîéäåíû, òî ëèáî ÷èñëî n � ÷èñëî Êàðìàéêëà,

ëèáî ñ âåðîÿòíîñòüþ ïî êðàéíåé ìåðå
1

2m
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 109 ñóùåñòâóåò 50847534 ïðîñòûõ ÷èñëà è âñåãî 646 ÷èñåë Êàðìàéêëà.

Òî åñòü âåðîÿòíîñòü íàòêíóòüñÿ íà ÷èñëî Êàðìàéêëà âñåãî
646

50847534
≈ 1.27 · 10−5 ≈ 1

100000
.

Ïðè âûáîðå m = 20 âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîñòàâíîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ÷èñëîì Êàðìàéêëà,

ïðîéä¼ò òåñò, áóäåò ðàâíà
1

220
≈ 1

1000000
.

Íàïèøèòå ôóíêöèþ Fermat_Primality_Test(n), ïðîâåðÿþùóþ ïðîñòîòó ÷èñëà ïðè ïîìîùè 30
ðàóíäîâ òåñòà Ôåðìà. Ôóíêöèÿ äîëæíà âîçâðàùàòü False, åñëè ÷èñëî ñîñòàâíîå, è True, åñëè
÷èñëî ñêîðåå âñåãî ïðîñòîå. ×èñëî ìîæåò ñîäåðæàòü äî 400 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû âûáðàòü ñëó÷àéíûå ÷èñëà èç äèàïàçîíà, èñïîëüçóéòå ôóíêöèþ randint(a, b)

èç ìîäóëÿ random, âîçâðàùàþùóþ ñëó÷àéíîå ÷èñëî èç îòðåçêà [a, b].
Input Output

170141183460469231731687303715884105721 False

170141183460469231731687303715884105727 True

G. Ñâèäåòåëè ïðîñòîòû â òåñòå Ìèëëåðà-Ðàáèíà
Òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà ÿâëÿåòñÿ óñîâåðøåíñòâîâàíèåì òåñòà Ôåðìà. ×èñëà Êàðìàéêëà íå ïðîõî-
äÿò òåñò Ìèëëåðà-Ðàáèíà, ïîýòîìó îí ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì.
Ïóñòü n � íåêîòîðîå íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî n− 1 â âèäå n− 1 = 2s ·u, ãäå s
íàòóðàëüíîå, à u� íå÷¼òíîå. Âîçüì¼ì ëþáîå ÷èñëî a îò 2 äî n−1. Òîãäà èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà
ñëåäóåò, ÷òî an−1 = a2

su ≡ 1 (mod n). Êðîìå òîãî, ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ n ñóùåñòâóþò ðîâíî äâà
êâàäðàòíûõ êîðíÿ èç åäèíèöû: 1 è −1. Ïîýòîìó ÷èñëî a2

s−1u, ÿâëÿÿñü êâàäðàòíûì êîðíåì èç
åäèíèöû, ðàâíî ëèáî 1, ëèáî −1. Åñëè a2s−1u ≡ 1 (mod n), òî ìû ñíîâà ìîæåì èçâëå÷ü êîðåíü.
Ìû áóäåì ïðîäîëæàòü ýòî äåéñòâèå äî òåõ ïîð, ïîêà ëèáî íå çàêîí÷èòñÿ s, ëèáî î÷åðåäíîé
êîðåíü íå áóäåò ðàâåí −1.
×èñëî a íàçûâàåòñÿ ñâèäåòåëåì ïðîñòîòû ÷èñëà n, åñëè ëèáî au ≡ 1 (mod n), ëèáî â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè au, a2

1u . . . a2
s−1u âñòðå÷àåòñÿ −1 ïî ìîäóëþ n.

Åñëè íåêîòîðîå ÷èñëî a íå ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëåì ïðîñòîòû, òî ÷èñëî n çàâåäîìî ñîñòàâíîå. Îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ÷èñëà n íå áîëåå
n− 1

4
÷èñåë îò 1 äî n− 1 ÿâëÿþòñÿ ñâèäåòåëÿìè

ïðîñòîòû n.
Äàíû äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a è n. Íàïèøèòå ôóíêöèþ Miller_Rabin_Test(a, n), âîçâðàùà-
þùóþ True, åñëè ÷èñëî a ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëåì ïðîñòîòû äëÿ n, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå False.

Input Output

2 5 True

65537 4295098369 False

H. Êîëè÷åñòâî ñâèäåòåëåé ïðîñòîòû
Äàíî ÷èñëî N . Âûâåäèòå â ïåðâîé ñòðîêå ñëîâî Prime, åñëè ÷èñëî N ïðîñòîå, è Composite èíà÷å.
Âûâåäèòå âî âòîðîé ñòðîêå êîëè÷åñòâî ÷èñåë îò 2 äî N − 2, ÿâëÿþùèõñÿ ñâèäåòåëÿìè ïðîñòîòû
÷èñëà N .

Input Output

65537 Prime
65534

65533 Composite
4
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I. Òåñò ïðîñòîòû Ìèëëåðà-Ðàáèíà
Ïóñòü ìû õîòèì ïðîâåðèòü ïðîñòîòó íå÷¼òíîãî ÷èñëà n. Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m,
âûáåðåì m ñëó÷àéíûõ ÷èñåë îò 2 äî n− 1. Åñëè õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë íå ÿâëÿåòñÿ ñâèäåòåëåì

ïðîñòîòû, òî ÷èñëî n çàâåäîìî ñîñòàâíîå. Èíà÷å ÷èñëî ñ âåðîÿòíîñòüþ ïî êðàéíåé ìåðå
1

4mÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.
Íàïèøèòå ôóíêöèþ Miller_Rabin_Primality_Test(n), ðåàëèçóþùóþ ýòó èäåþ. Â êà÷åñòâå ÷èñ-
ëà èñïîëüçóéòå áèòîâóþ äëèíó ÷èñëà n (êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîâåðèâ âñå k-áèòîâûå
÷èñëà, ìû õîòü ðàç îøèá¼ìñÿ?). Ôóíêöèÿ äîëæíà âîçâðàùàòü False, åñëè ÷èñëî n ñîñòàâíîå, è
True, åñëè ÷èñëî n ñêîðåå âñåãî ïðîñòîå. ×èñëî ìîæåò ñîäåðæàòü äî 400 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ.

Input Output

170141183460469231731687303715884105721 False

170141183460469231731687303715884105727 True

J. Áëèæàéøåå ïðîñòîå ÷èñëî
Äàíî ÷èñëî n. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî, áîëüøåå ëèáî ðàâíîå n. ×èñëî n ìîæåò
ñîäåðæàòü äî 400 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ.

Input Output

1000000000000000000 1000000000000000003

K. Ñëó÷àéíûå ïðîñòûå ÷èñëà
Äàíû ÷èñëà k è n. Âûâåäèòå n ñëó÷àéíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë áèòîâîé äëèíû k.
Äëÿ ãåíåðàöèè áîëüøèõ ñëó÷àéíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë ÷àñòî èñïîëüçóþò ñëåäóþùèé àëãîðèòì:

(a) Ïðè ïîìîùè ðåøåòà Ýðàòîñôåíà ïîëó÷àåì ñïèñîê ïðîñòûõ ÷èñåë îò 2 äî 65537;

(b) Áåð¼ì ñëó÷àéíîå ÷èñëî îò 2k−1 äî 2k − 1;

(c) Åñëè îíî äåëèòñÿ íà îäíî èç ïðîñòûõ îò 2 äî 65537, òî ïåðåõîäèì ê ïðåäûäóùåìó ïóíêòó;

(d) Èíà÷å ïðîâîäèì k òåñòîâ Ìèëëåðà-Ðàáèíà;

(e) Åñëè ÷èñëî íå ïðîøëî õîòÿ áû îäèí òåñò, òî ïåðåõîäèì ê ïóíêòó b, èíà÷å ïðèíèìàåì äàííîå
ñëó÷àéíîå ÷èñëî êàê ïðîñòîå;

(f) Ïîâòîðÿåì ïóíêòû b − e äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàêîïèòñÿ íåîáõîäèìîå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ
÷èñåë.

Äëÿ óñêîðåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ âûïîëíèòü íåêîòîðûå îïòèìèçàöèè, ÷òîáû èñêëþ÷èòü äóáëèðî-
âàíèå. Äàæå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè ñ áîëüøèìè ÷èñëàìè çàíèìàþò ìíîãî âðåìåíè.
Input Output

7 5 113
67
107
103
107

50 5 574328689204999
1093469055310991
934759628998883
763430397828173
985863319402817

L. Òåîðåìà Ðàáèíà î ñâèäåòåëÿõ ïðîñòîòû

Äîêàæèòå, ó ñîñòàâíîãî ÷èñëà n íå áîëåå
n− 1

4
ñâèäåòåëåé ïðîñòîòû.

M. ×èñëà Ìåðñåííà
×èñëà Ìåðñåííà � ýòî ÷èñëà âèäà Mn = 2n− 1, ãäå n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
÷èñëî Ìåðñåííà Mn ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî ÷èñëî n òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.
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N. Òåñò Ëþêà-Ëåìåðà (Lucas-Lehmer primality test)
Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîòû ÷èñåë Ìåðñåííà ñóùåñòâóþò êðàéíå ýôôåêòèâíûé
àëãîðèòì. Îí íàçûâàåòñÿ òåñòîì ïðîñòîòû Ëþêà-Ëåìåðà, áëàãîäàðÿ êîòîðîìó ïðîñòûå ÷èñëà
Ìåðñåííà äàâíî óäåðæèâàþò ëèäåðñòâî, êàê ñàìûå áîëüøèå èçâåñòíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íà ÿíâàðü
2015 ãîäà ñàìûì áîëüøèì èçâåñòíûì ÷åëîâå÷åñòâó ïðîñòûì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî M74207281, â
êîòîðîì 22338618 äåñÿòè÷íûõ çíàêîâ. Ýòî ïðîñòîå ÷èñëî áûëî îáíàðóæåíî 7 ÿíâàðÿ 2016 ãîäà.
Ñàìîñòîÿòåëüíî íàéäèòå îïèñàíèå àëãîðèòìà, ðàçáåðèòåñü è ðåàëèçóéòå åãî.
Íàïèøèòå ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïî ÷èñëó k âû÷èñëÿåò k-å ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà. Ãàðàíòèðó-
åòñÿ, ÷òî ýòî ÷èñëî íå ïðåâîñõîäèò M3000.
Input Output

1 3

10 618970019642690137449562111

O. ρ-àëãîðèòì Ïîëëàðäà äëÿ ïîèñêà äåëèòåëåé
Ðàçëîæåíèå ÷èñëà íà ìíîæèòåëè íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèçàöèåé. Ìû óæå óáåäèëèñü â òîì, ÷òî
î÷åíü ëåãêî ïðîâåðÿòü ÷èñëî íà ïðîñòîòó è íàõîäèòü áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà. Çàäà÷à ôàêòîðè-
çàöèè íàîáîðîò, îêàçûâàåòñÿ êðàéíå ñëîæíîé.
Îáû÷íî ëþáîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè íà÷èíàåòñÿ ñ ïîèñêà íåòðèâèàëüíîãî äåëèòåëÿ. Â ýòîé
çàäà÷å ìû èçó÷èì êðàñèâûé è î÷åíü ïðîñòîé â ðåàëèçàöèè àëãîðèòì ïîèñêà äåëèòåëÿ ñîñòàâíîãî
÷èñëà.
Ïóñòü n � íå÷¼òíîå ñîñòàâíîå ÷èñëî, à p � åãî íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü.
Íàèâíûé àëãîðèòì ïîòðåáóåò ïîðÿäêà p îïåðàöèé äëÿ åãî íàõîæäåíèÿ. Ïóñòü, íàïðèìåð, ÷èñëî
n ñîäåðæèò 30 äåñÿòè÷íûõ öèôð è ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë (ïðè-
ìåðíî ïî 15 çíàêîâ â êàæäîì). Íàèâíîìó àëãîðèòìó ïîòðåáóåòñÿ ïîðÿäêà 1015 îïåðàöèé. Åñëè
âûïîëíÿòü ïî 109 îïåðàöèé â ñåêóíäó, òî íà ïîèñê äåëèòåëÿ óéä¼ò ïîðÿäêà 11 äíåé.
Îêàçûâàåòñÿ ìîæíî íàéòè äåëèòåëü çà âðåìÿ ïîðÿäêà

√
p (ïðàâäà, íå îáÿçàòåëüíî íàèìåíüøèé).

Åñëè â íàøåì ïðèìåðå 109 îïåðàöèé â ñåêóíäó çàìåíèòü íà áîëåå ðåàëüíûå 106 îïåðàöèé â
ñåêóíäó äëÿ Python, òî ïîòðåáóåòñÿ ïîðÿäêà 30 ñåêóíä.
Îñíîâíàÿ èäåÿ àëãîðèòìà ïðÿ÷åòñÿ çà èäååé ïàðàäîêñà äíåé ðîæäåíèÿ: åñëè â ãðóïïå õîòÿ áû
23 ÷åëîâåêà, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 50% ó äâóõ èç íèõ ñîâïàäàþò äíè ðîæäåíèÿ. Íèêàêîãî
ïàðàäîêñà â ýòîì óòâåðæäåíèè íåò, îäíàêî óòâåðæäåíèå ìîæåò ïîêàçàòüñÿ íåî÷åâèäíûì, òàê
êàê âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ äíåé ðîæäåíèÿ äâóõ ÷åëîâåê â ëþáîé äåíü ãîäà (1/365 = 0, 27%),
ïîìíîæåííàÿ íà ÷èñëî ÷åëîâåê â ãðóïïå èç 23, äà¼ò ëèøü 23/365 = 6, 3%. Âåñü ñåêðåò â òîì, ÷òî
äëÿ ñîâïàäåíèÿ äíåé ðîæäåíèÿ íåîáõîäèìî ñîâïàäåíèÿ õîòÿ áû â îäíîé èç ïàð ÷èñåë, à èõ íå

23, à
23 · 22

2
= 253. À äëÿ 50% âåðîÿòíîñòè ñîâïàäåíèÿ òîëüêî íîìåðà äíÿ â ìåñÿöå äîñòàòî÷íî

âñåãî 7 ÷åëîâåê.
Ïåðåéä¼ì ê îïèñàíèþ àëãîðèòìà: ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ÷èñåë x1, x2, . . . , xk.
Áóäåì ñìîòðåòü íà íå¼ êàê íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë ïî ìîäóëþ n, è êàê íà ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ÷èñåë ïî ìîäóëþ p (ïîêà íàì íåèçâåñòíîìó). Ïîíÿòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà ÷èñëà
ñîâïàäóò ïî ìîäóëþ p áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü ñîâïàäåíèÿ ïî ìîäóëþ n.
Ïóñòü ÷èñëà xi è xj ñîâïàëè ïî ìîäóëþ p, íî íå ïî ìîäóëþ n. Òîãäà (xi − xj) äåëèòñÿ íà p è
ÍÎÄ (xi− xj, n) äåëèòñÿ íà p, íî íå ñîâïàäàåò ñ n, òî åñòü ìû íàøëè äåëèòåëü ÷èñëà n.
Îäíàêî ïîêà ýòà èäåÿ â ðåàëüíîñòè ðàáîòàåò ïëîõî, òàê êàê íóæíî ñëèøêîì ÷àñòî ñ÷èòàòü ÍÎÄ
(ïîðÿäêà êâàäðàòà êîëè÷åñòâà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë). Äëÿ äàëüíåéøåé îïòèìèçàöèè òðåáóåòñÿ èäåÿ,
îò êîòîðîé àëãîðèòì è ïîëó÷èë èìÿ ρ-àëãîðèòì.
Ðàññìîòðèì êàêóþ-íèáóäü ôóíêöèþ F (x) òàêóþ, ÷òî å¼, âî-ïåðâûõ, ìîæíî ëåãêî âû÷èñëÿòü,
âî-âòîðûõ, äëÿ ëþáîãî ÷èñëà p åñëè x ≡ y (mod p), òî F (x) ≡ F (y) (mod p), â-òðåòüèõ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ÷èñåë F (F (F (. . . F (x) . . . ))) âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ñëó÷àéíîé, è íàêîíåö F (x) íå
âçàèìíî îäíîçíà÷íà. Äæîí Ïîëëàðä èñïîëüçîâàë F (x) = (x2−1) (mod n), ñåé÷àñ â ðåàëèçàöèÿõ
÷àñòî èñïîëüçóþò òàêæå F (x) = (x2 + 1) (mod n).
Âûáåðåì â êà÷åêñòâå x1 êàêîå-íèáóäü ñëó÷àéíîå ÷èñëî, è áóäåì äàëåå ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ïî ïðàâèëó xk = F (xk−1). Ïóñòü íà êàêîì-òî î÷åðåäíîì øàãå ïîñëå äîáàâëåíèÿ ÷èñëà xi
âîçíèêëî ñîâïàäåíèå îñòàòêà ïî ìîäóëþ p ñ áîëåå ðàííèì ÷èñëîì xs. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî t èìååì xi+t = xs+t (mod p). Åñëè íàðèñîâàòü êàðòèíêó, òî êàê ðàç ïîëó÷èòñÿ ãðå÷åñêàÿ
áóêâà ρ.
Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ èäååé Ðîáåðòà Ôëîéäà äëÿ ýêîíîìíîãî ïîèñêà öèêëà èç áóêâû ρ. Äëÿ ýòî-
ãî çàìåòèì, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî w, íå ïðåâîñõîäÿùåå i, ÷òî xw ≡ x2w (mod p) (ïîêàæèòå

4



ýòî, ÿâíî óêàçàâ òàêîå w). Ïîýòîìó ìû ìîæåì âçÿòü äâå ðàâíûõ ïåðåìåííûõ, ê ïåðâîé ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðèìåíÿòü F (x), à êî âòîðîé � F (F (x)), äî òåõ ïîð, ïîêà íå âîçíèêíåò ñîâïàäåíèÿ
ïî ìîäóëþ êàêîãî-íèáóäü äåëèòåëÿ (êîòîðîå ìû îáíàðóæèì ÍÎÄ'îì), ëèáî ïî ìîäóëþ ñàìîãî
÷èñëà n, åñëè íå ïîâåçëî. Îòñþäà óæå ñëåäóåò íàø àëãîðèòì:

• Â êà÷åñòâå x áåð¼ì ñëó÷àéíîå ÷èñëî, çàòåì y = x;

• Çàìåíÿåì x íà F (x), à y íà F (F (y)) (òàêèì îáðàçîì åñëè x = xi, òî y = x2i).

• Âû÷èñëÿåì d = gcd(x− y, n)
• Åñëè d = 1, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 2, åñëè d = n, òî ïåðåõîäèì ê øàãó 1, èíà÷å âîçâðàùàåì d.

Íàäî ñêàçàòü, ÷òî â ïðèâåä¼ííîì àëãîðèòìå âûøå åñòü íåòî÷íîñòü. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ôóíê-
öèÿ F (x) = (x2 + 1) (mod n) íå ïîçâîëÿåò íàéòè äåëèòåëü íè ïðè êàêîì íà÷àëüíîì ÷èñëå. Íàé-
äèòå íåñêîëüêî òàêèõ n, ÷òî â íèõ îáùåãî? Ïðè ïåðâîì çàöèêëèâàíèè ðåêîìåíäóåòñÿ çàìåíèòü
1 íà êàêîå-íèáóäü äðóãîå æåëàòåëüíî íåáîëüøîå ïî ìîäóëþ ÷èñëî, íî íå 0, è íå 2.
Ïðèìåð ðàáîòû àëãîðèòìà ïðè ôàêòîðèçàöèè ÷èñëà 11021:
x y ÍÎÄ(x-y, n)

2 2 1
5 26 1
26 6469 1
677 1770 1
6469 7548 1
1225 4445 1
1770 1984 107

Äåëèòåëü 107 ÷èñëà 11021 íàéäåí âñåãî çà 7øàãîâ. Âîò ïðèìåð ñ ôàêòîðèçàöèåé ÷èñëà 112313779:
x y ÍÎÄ(x-y, n)

2 2 1
5 26 1
26 458330 1
677 47580192 1
458330 97053593 1
39622171 54070390 1
47580192 43379730 1
83156460 62097056 1
97053593 91301546 11909

Ðåàëèçóéòå ρ-aëãîðèòì Ïîëëàðäà äëÿ ïîèñêà äåëèòåëåé ÷èñëà â âèäå ôóíêöèè PollardsDivisor(n),
ïðèíèìàþùåé íà âõîä ñîñòàâíîå ÷èñëî è âîçâðàùàþùåé ëþáîé åãî íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü.
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Input Output

6 3

10403 101

288152667470641644773611607061622753 627076271

P. ρ-àëãîðèòì Ïîëëàðäà ôàêòîðèçàöèè ÷èñåë
Èñïîëüçóÿ ρ-aëãîðèòì Ïîëëàðäà äëÿ ïîèñêà äåëèòåëåé è òåñò ïðîñòîòû Ìèëëåðà-Ðàáèíà, íàïè-
øèòå ôóíêöèþ factor(n), âîçâðàùàþùóþ ñïèñîê ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà (íå çàáóäüòå, ÷òî
áûâàþò ÷¼òíûå ÷èñëà). Âûâåäèòå ýòîò ñïèñîê ïðè ïîìîùè ôóíêöèè print, ïðåäâàðèòåëüíî åãî
îòñîðòèðîâàâ.

Input Output

132 [2, 2, 3, 11]

597131754515728882877009356793407519 [753702137, 873511201, 877672009, 1033402943]

Q. Öåëî÷èñëåííûé êîðåíü
Íàïèøèòå ôóíêöèþ IntSqrt(n), âîçâðàùàþùóþ öåëî÷èñëåííûé êîðåíü èç n, òî åñòü íàèìåíü-
øåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êâàäðàò êîòîðîãî íå ìåíüøå n. Â ÷èñëå ìîæåò áûòü äî 100000 äåñÿòè÷-
íûõ çíàêîâ.

Â ïîèñêå àëãîðèòìà ïîìîæåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xi+1 =
xi +

n

xi
2

. Íóæíî ðàçîáðàòüñÿ, ïî÷åìó

îíà ðàáîòàåò, è êàê åé ýôôåêòèâíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èçâëå÷åíèÿ öåëî÷èñëåííîãî êâàäðàòíîãî
êîðíÿ.

Input Output

16 4

35 5

98269816438745095196487194932272150644479 313480169131549843236

R. Ìåòîä Ôåðìà ïîèñêà äåëèòåëåé
Ìåòîä Ôåðìà ïîçâîëÿåò áûñòðî íàéòè äåëèòåëü íå÷¼òíîãî ÷èñëà n, íàèáîëåå áëèçêèé ê

√
n. Åñëè

òàêèõ äåëèòåëåé íåò (íàïðèìåð, â ñëó÷àå ïðîèçâåäåíèÿ ìàëåíüêîãî ïðîñòîãî è î÷åíü áîëüøîãî
ïðîñòîãî ÷èñëà), òî àëãîðèòì ðàáîòàåò åù¼ õóæå, ÷åì íàèâíûé ïåðåáîð. Îäíàêî â êðèïòîãðàôè-
÷åñêèõ àëãîðèòìàõ ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ ñîñòàâíûå ÷èñëà âèäà p ·q, è åñëè p è q îêàæóòñÿ áëèçêè
äðóã ê äðóãó, òî ìåòîä Ôåðìà ïîçâîëèò íàéòè äåëèòåëü áûñòðî.

Èäåÿ àëãîðèòìà êðàéíå ïðîñòà: åñëè n = ab, òî äëÿ x =
a+ b

2
è y =

a− b
2

âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

n = x2 − y2 = (x− y)(x+ y). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ïðåäñòàâèì n â âèäå ðàçíîñòè êâàäðàòîâ,
òî íàéä¼ì íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü.
Äàëüíåéøèå ïîäðîáíîñòè àëãîðèòìà ïðèäóìàéòå ñàìè, çàäà÷à ïðî öåëî÷èñëåííûé êâàäðàòíûé
êîðåíü áûëà íåñïðîñòà.
Ðåàëèçóéòå ìåòîä Ôåðìà äëÿ ïîèñêà äåëèòåëåé ÷èñëà â âèäå ôóíêöèè FermatDivisor(n), ïðèíè-
ìàþùåé íà âõîä ñîñòàâíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî è âîçâðàùàþùåé ëþáîé åãî íåòðèâèàëüíûé äåëèòåëü.

S. Ìåòîä Ôåðìà ôàêòîðèçàöèè ÷èñåë
Èñïîëüçóÿ ìåòîä Ôåðìà äëÿ ïîèñêà äåëèòåëåé è òåñò ïðîñòîòû Ìèëëåðà-Ðàáèíà, íàïèøèòå
ôóíêöèþ factor(n), âîçâðàùàþùóþ ñïèñîê ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà. Âûâåäèòå ýòîò ñïèñîê
ïðè ïîìîùè ôóíêöèè print, ïðåäâàðèòåëüíî åãî îòñîðòèðîâàâ.

Input Output

132 [2, 2, 3, 11]

1152996944542614893 [1073761099, 1073792807]
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